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< あらまし > コンピュータグラフィクスによる景観表示において，空は欠かせない要素のひ

とつである．空の色をより写実的に表現したい場合，天空光の輝度計算を多重散乱まで考慮して

行う必要があるが，この多重散乱の計算は非常に複雑であり，膨大な計算コストがかかってしま

う．そこで本稿では，この複雑な計算を効率よく行うために，大気を仮想的な層 (サンプリング

シェル)に分割し，それらの層上での微粒子による散乱光の輝度分布を散乱マップと呼ぶテクス

チャとして扱うことで，グラフィクスハードウェアを効果的に使用した手法を提案する．さら

に，視点高度や太陽高度が変化した場合でも高速かつ少ない記憶量で画像を生成するため，特異

値分解を用いた計算およびレンダリングの手法を提案する．

キーワード : 空の色，多重散乱，グラフィクスハードウェア，特異値分解

<Summary> The sky color is indispensable for the display of natural scenes in computer

graphics. To render the photorealistic images of the sky, the calculation taking into ac-

count multiple scattering is necessary. However the calculation is so complex that enormous

computational cost is required. Therefore, in this paper, we proposed a method using vir-

tual shells (sampling shells) generated in the atmosphere. In the method, the illumination

distribution of the scattering of light on the virtual shells is considered as a texture map

called scattering maps. This makes it possible to calculate the sky color efficiently by using

graphics hardware. Furthermore, we also propose a calculation and rendering method using

the singular value decomposition to display the sky quickly with a little memory when the

height of the viewpoint and the sun altitude change.

Key workds: Sky Color, Multiple Scattering, Graphics Hardware, Singular Value Decom-

position.
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1. まえがき

自然景観の写実的な表示に関する研究はコンピュータ

グラフィクスの分野において非常に重要な研究分野のひ

とつであり，数多くの研究がなされている．本論文では，

自然景観の重要な要素のひとつである空を表示するため

の効率的な手法を提案する．空の色は空気分子やエアロ

ゾルなどの微粒子による光の散乱によって決まる．すな
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わち，太陽光が微粒子によって散乱された光である天空

光の輝度は，散乱光の輝度値を視線に沿って積分した値

となる．このような光学現象をシミュレートすることは，

写実的な画像を生成する上で欠かせない．つまり空を描

くにあたって，多重散乱を考慮することが欠かせないと

いえる．多重散乱を考慮するには微粒子間での光のエネ

ルギーの均衡を計算しなければならず，いくつかの研究が

この問題を解決するためになされてきた [1, 2, 3, 4]．し

かしながらこれらの研究では写実的な空のレンダリング

は可能になりながらも，多大な計算コストを必要とした．

本論文では，まず多重散乱を考慮した空の色を効率的

に計算する手法を提案する．これまでの研究では，視線

に沿った散乱光の積分計算を視線上に多数の仮想的なサ

ンプル点を配置することで行っていたが，提案法ではこ

のサンプル点の代わりに仮想的な層を用意する．この仮

想的な層のことをサンプリングシェルと呼ぶことにする．

そして，このサンプリングシェルにマッピングするため

の散乱マップを作成する．散乱マップとはサンプリング

シェル上の点における散乱光の輝度値を蓄えたもので，

テクスチャの一種として扱う．これによりハードウェア

を用いた高速計算が可能となる．

また本論文ではさらに，太陽高度や視点高度を変化さ

せた際にも高速に空を描画するための手法を提案する．

上述のハードウェアを用いた手法によって，視線方向を

変化させた際の空の描画は実時間に行うことが可能とな

るが，視点高度や太陽高度の変化に対しては，実時間の

描画は困難である．しかしながらフライトシミュレータ

のようなアプリケーションにおいては，視点高度の変化

に対してもインタラクティブな対応が必要となる．また

そのようなアプリケーションでは地形データなどの他の

データも大量に必要であり，単純にあらゆる状況での空

の色をデータとして保持しておくのはデータ量が膨大に

なるため適切でない．そこで本論文では，特異値分解を

用いてデータ量を圧縮しながら効率的に空を描画する手

法を提案する．前処理の段階において多重散乱を考慮し

た空の色を計算しておき，行列化する．それを，特異値

分解を用いて，提案法のレンダリング手法に特化した 2

つのテーブルに分解することによってデータ量を削減し，

視点高度や太陽高度の変化に対しても実時間で空を描画

することを可能とする．

以下では，まず 2章において空の表示に関する関連研

究について議論する．続いて 3章でサンプリングシェル

と散乱マップを用いた空の色の計算法について説明し，4

章では，視点高度，太陽高度が変化した場合の空の色を

特異値分解を用いて高速に計算する方法を説明する．5

章では提案法による結果画像を紹介し，最後に 6章で本

論文をまとめ，今後の課題について述べる．

2. 関連研究

本章では空の描画に関連した研究を紹介する．Klassen

は大気中の微粒子による輝度分布の変化をもとに空の色

を計算する手法を提案した [5]．しかしながらこの手法で

は，大気を水平な層で近似したために，太陽高度が低い

場合光の進路距離が無限大になってしまっていた．また

大気中の空気分子の密度も二つの一定な層と仮定してい

た．そこで，Kaneda らは大気を球面の層とし，空気分

子とエアロゾルの密度を高度に対し指数関数的に変化す

るものと仮定した手法を提案した [6]．さらに Nishitaら

は Kanedaらの手法を拡張し，宇宙から見た大気の色を

計算する手法を提案した [7]．Nishitaらは２次の散乱ま

で考慮して空の色を計算し描画する手法を提案した [8]．

この手法では多重散乱を計算するのに必要な光学的距離

や累算輝度を，前計算しテーブルに保存しておくことで

高速な計算を可能とした．また彼らの研究によって，空

の色における多重散乱の重要性も示されている．

次に，高速に空を描画する手法として，Dobashiらに

よって基底関数を用いて空の輝度分布を表す手法が提案

された [9]．彼らはさまざまな太陽高度における空の色の

輝度分布を前処理で計算し，それを基底関数で表現した．

この手法では太陽高度の変化に対する高速な空の描画は

可能となったが，視点高度の変化に対する対応は考慮さ

れておらず，また基底関数は低周波領域の近似には適し

ているが，太陽周辺のように輝度値の大きな部分の近似

には適していないといえる．Preetham らはさまざまな

状況における太陽光スペクトルを近似するモデルを提案

した [10]．彼らのモデルは大気のさまざまな状況下にお

ける空の色への対応を目的としたものであり，視線方向

や視点高度等の変化に対応するものではなかった．最近

では，Dobashiらが大気の散乱効果を高速に描画する手

法を提案した [11]．この手法では散乱光の輝度値を保存

したルックアップテーブルをテクスチャとして用いるこ

とでハードウェアによって高速に描画されるが，１次散

乱しか考慮されていない．

本論文では Nishitaらの手法 [8] を拡張し，高速な空の

描画を行う．提案法では多重散乱の計算に必要な要素を

全てあらかじめ計算しテーブルに保存する．またサンプ

リングシェルや散乱マップの概念を導入することでハー

ドウェアの使用に特化させ，さらに特異値分解を用いて必

要なデータ量の圧縮と実時間での空の描画を可能とする．

3. 多重散乱を考慮した空の色の計算

本章では多重散乱を考慮した空の色の効率的な計算手
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図 1 視点に到達する天空光

Fig. 1 Skylight reaching the viewpoint.

法について述べる．1,2 章で述べたように本手法ではサ

ンプリングシェルや散乱マップといった概念を新たに提

案するが，まずは天空光の計算法について述べる．その

あと提案法で用いる概念とその使用について詳解する．

3.1 散乱光の輝度計算
空の色は，太陽光の輝度分布，太陽高度，大気中の微

粒子による散乱や吸収などさまざまな要素によって決ま

る．中でも最も重要なのは大気中の微粒子による散乱で，

散乱の度合いは位相関数によって表現される．位相関数

は光の波長と粒子の大きさによって決まる．大気は主に

空気分子とエアロゾルの 2つで構成されるが，空気分子

による散乱はレイリー散乱と呼ばれ，エアロゾルによる

散乱はミー散乱と呼ばれる．ここで 1次散乱光を例にレ

イリー散乱の散乱光の計算法の説明を行う．視点 Pv に

届くレイリー散乱による散乱光の輝度値 Iv(λ)は，大気

と視線の境界 Pa から Pv までの積分計算を用いて以下

のように表される (図 1参照)．

Iv(λ) = Isun(λ)
kβr(α)

λ4

� Ha

0
exp(−τr(s, λ))

× exp(−τr(t, λ))ρr(s)ds (1)

ここで，λは光の波長，Isun(λ)は太陽光の輝度，k は定

数，Ha は Pa から視点 Pv までの距離とする．付録 Aに

示すように，βr(α)は位相関数，ρr は空気分子の密度と

し，τr(s, λ)は点 Psから Pk までの光学的距離，τr(t, λ)

は点 Pk から Pv までの光学的距離である．提案法では，

レイリー散乱について 3 次散乱以降は無視できるため 2

次散乱まで考慮し，ミー散乱については 2次散乱以降は

無視できる大きさであるので，1次散乱まで考慮する [8]．

3.2 提案法の概要
視点に届く天空光の輝度は微粒子による散乱光の輝度

を視線に沿って積分したものになるが，この積分計算は

解析的に行うことはできない．そこで本論文ではこの計

算を離散的に行うために，図 2に示すように幾層かの仮

α

図 2 サンプリングシェル

Fig. 2 Sampling shells.

想的な層 (サンプリングシェル)を用意する．サンプリン

グシェルは，地球の中心を中心とし，大気内に設置した

多層の層とする．
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図 3 散乱マップ，天空光マップおよび天空ドーム

Fig. 3 Scattering maps, skylight map and skydome.

続いて，各サンプリングシェルにマッピングするため

の散乱マップを用意する．散乱マップとはサンプリング

シェル上の点から視点に向かう散乱光の輝度値を保存し

たものである．図 3に示す通り，最終的な画像は散乱マッ

プに保持された輝度値を累積することで作成される．こ

の最終的な輝度値を保存したテーブルのことを天空光マッ

プと呼ぶことにする．加えて多重散乱も計算するために，

2 次散乱光の輝度値を保持した多重散乱マップも用意す

る．また，各散乱マップに保存する輝度値の計算は以下

のように行う．視点に届く散乱光の輝度値は 4つの要素

の積として計算できる．すなわち，サンプリングシェル

上の点に到達した太陽光（あるいは散乱光）の輝度値，そ

の点における位相関数，微粒子の密度，その点と視点間

における光の減衰率である．そこで 4つの要素をあらか

じめ計算し，保存しておくためのマップを用意する．そ

れぞれを輝度マップ，位相関数マップ，密度マップ，減衰
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図 4 サンプリングシェルによる 1 次散乱光の計算

Fig. 4 Calculation of single scattering of light using

sampling shells.

マップと呼ぶことにする．図 3に示すとおり，散乱マッ

プはこの 4 つのマップを用いて計算することができる．

各散乱マップを累積することによって天空光マップを作

成し，天空ドームにマッピングすることによって空を描

画する (図 3参照)．

3.3 1次散乱光の計算
まず 1 次散乱を計算するための手法について述べる．

図４に示すような，視点を中心，z 軸を天頂方向とした

座標系を導入し，方位角を θ，仰角を φ と表すことにす

る．このとき，視点から (θ, φ)方向を見たときの天空光

の輝度値 Isky は以下の式で表される．

Isky(θ, φ, λ) = Isun(λ)

� Ha

0
(βr(α, λ)ρr(t)+βm(α, λ)ρm(t))

× exp(−(τr(s, λ) + τm(s, λ)))

× exp(−(τr(t, λ) + τm(t, λ)))dt (2)

ここで，ρr，ρm はそれぞれ空気分子，エアロゾルの密

度，βr，βm はレイリー散乱，ミー散乱の位相関数，τr，

τm は空気分子，エアロゾルの光学的距離とする．式 (2)

を計算するために，サンプリングシェルを利用する．点

Pk をサンプリングシェル上の点とすると，点 Pk におけ

る散乱光の輝度 Is は以下の式で計算される．

Is(θk , φk, λ) = Il(θk, φk , λ)G(θk , φk, λ)

× (Fr(θk, φk , λ)Dr(θk , φk)

+ Fm(θk , φk, λ)Dm(θk, φk)) (3)

ここで，各項の計算式は，

Dr(θk, φk) = ρr(φk)

Dm(θk, φk) = ρm(φk) (4)

Il(θk , φk, λ) = Isun(λ) exp(−τr(s(θk, φk), λ)

− τm(s(θk, φk), λ)) (5)

Fr(θk , φk, λ) = βr(α(θk , φk), λ) (6)

Fm(θk , φk, λ) = βm(α(θk , φk), λ) (7)

G(θk , φk, λ) = exp(−τr(t(θk , φk), λ)

− τm(t(θk , φk), λ)) (8)

サンプリングシェル k上に入射する光の輝度 Il(θk, φk, λ)

を輝度マップ，サンプリングシェル上の空気分子，エア

ロゾルの密度 Dr(θk , φk)，Dm(θk, φk) を密度マップ，

Fr(θk, φk)，Fm(θk, φk)を位相関数マップ，サンプリン

グシェルから視点までの減衰率 G(θk , φk, λ)を減衰マッ

プとして保存する．サンプリングシェル上の散乱光の輝

度は，この 4つのマップを掛け合わせることによって計

算される．従来法では，各視線ごとに式 (2) を計算して

いたのに対し，提案法ではサンプリングシェル単位で，グ

ラフィクスハードウェアによって散乱光の計算が行われ

るため効率的である．このように 4つのマップに分解し

て計算することによって，太陽高度が変化した場合には

式 (3)の各項を計算しなおさなくとも，輝度マップおよ

び位相関数マップのみ計算しなおすだけでよい．

3.4 多重散乱の計算
2次散乱を計算する手法について述べる．ある方向 ω

からある点 Pk に届く 1次散乱光の輝度値を It(Pk, ω, λ)

とすると，It(Pk, ω, λ) は方向 ω から来る 1 次散乱光の

累積値となる (図 5参照)．すなわち，ある点 Pk から視

点に向かう 2次散乱光の輝度値は以下の式で計算できる．

I
(2)
s (Pk, λ) =

1

4π

�
4π

βr(α′, λ)ρ(φk)It(Pk , ω, λ)dω (9)

この計算も解析的に行うことはできないので，点 Pk を

サンプリングシェル上の点とし，点 Pk においていくつ

かのサンプリング方向 ωi を用意して，離散的に式 (9)の

計算を行う．

I
(2)
s (Pk, λ) =

1

4π
ρ(φk)

Nω�
i=0

βr(α′, λ)It(Pk , ωi, λ)∆ω (10)

ここで Nω はサンプリング方向の数とする．It(Pk, ω, λ)

も 1次散乱光の各マップ同様，あらかじめ計算しておき

1 次散乱光輝度マップとして値を保存しておく．1 次散

乱光輝度マップと位相関数マップの積の和に，密度マッ

プとサンプリングシェル k から視点までの減衰マップを
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Fig. 5 Calculation of second order scattering of light.

掛け合わすことによって，多重散乱マップ (サンプリン

グシェル上の 2 次散乱光の輝度を保持したマップ) は計

算される．各シェルの多重散乱マップを累積することに

よって視点に到達する 2次散乱光は計算される．

4. 特異値分解を用いた高速描画法

3章までに述べた方法では，従来法 [8] に比べて高速に

多重散乱を考慮して空の色を計算することは可能になっ

たが，フライトシミュレータなどの視点高度が逐次変化

することが要求されるアプリケーションでは，十分な速

度で空の色を計算し描画できる手法とは言いがたい．そ

のため，さまざまな視点高度，太陽高度における空の色

をあらかじめ計算しておいて，描画時に輝度を補間する

手法が考えられる．しかしながら，さまざまな方向，高

度において輝度を計算する場合，膨大なデータ量を必要

とする．例として，5 章で述べる実験の結果得られた分

割数を考える．視線方向 (θ, φ)を 64 × 64分割し，視点

高度および太陽高度をそれぞれ 32，128 分割した場合，

データ量は約 50MB(64 × 64 × 128 × 32 × 3(RGB3 成

分) ×1(byte))必要となる．これは，地形データや建築物

データといったさまざまな大量データを必要とするフラ

イトシミュレータなどのアプリケーションでは問題とな

る．そこで，本論文では，特異値分解を利用することに

よってデータ量を圧縮し高速に描画する手法を提案する．

特異値分解を用いた空の描画方法は図 6のような手順

で行われる．提案法の描画処理は，主に前計算処理とレ

ンダリング処理の 2つから成り立っており，以下で各処

理の詳細を述べる．

N M

s(θ,φ) t(h φsun)

θ

φ

h

h

φsun

φsun

t1(hi φi
sun)

t2(hi φi
sun)

t1(hi φi
sun)

t2(hi φi
sun)

s1(θ,φ)

s2(θ,φ)

図 6 前処理と描画処理の流れ

Fig. 6 Precalculation process and rendering process.

4.1 前計算
3 章で述べた散乱マップを用いて，さまざまな太陽

高度および視点高度における多重散乱を考慮した空の

色をあらかじめ計算する．太陽高度が φsun，視点高度

が h で (θ, φ) 方向から視点に到達する天空光の輝度を

Isky(θ, φ, φsun, h) とする．視線方向 (θ, φ) を L × L 分

割し，太陽高度 φsunをM 分割，視点高度をN 分割する．

θi =
πi

L
(i = 0, 1, · · · , L − 1) (11)

φi = (
π

2
+ φ(h0))

i

L
(i = 0, 1, · · · , L − 1) (12)

φsun
i =

πi

2M
(i = 0, 1, · · · , M − 1) (13)

hi =
h0i

N
(i = 0, 1, · · · , N − 1) (14)

ここで，視点高度 hが上昇するにつれて水平線以下から

も天空光が入射することも考慮する．提案法では，水平

線から下の角度の最大値 (視点高度が最大の場合)をあら

かじめ計算する．最大視点高度 h0 の場合の水平線から

下の角度を φ(h0)とすると，φ(h0)は以下のような式で

計算される．

φ(h0) = arccos(
h0

h0 + Hearth
) ≈ π

60
(15)

ここで，Hearth は地球の半径とする．視点の最大高度

h0 は，一般的な飛行機の最大高度である 13,000m とし

ている．



各太陽高度，視点高度において計算した天空光の輝度

値を以下のような行列 Asky で表現する．
�
����

a(0,0,0,0) . . . a(0,0,M−1,N−1)

...
. . .

...

a(L−1,L−1,0,0) . . . a(L−1,L−1,M−1,N−1)

�
���� (16)

ここで，a(i,j,k,l) = Isky(θi, φj , φsun
k , hl) とする．行

列 Asky を特異値分解することによって，天空光の輝

度 Isky(θ, φ, φsun, h)を 2 変数関数の積の和で表現する

ことができる (付録 B 参照)．

Isky(θ, φ, φsun, h) ≈
T�

k=1

σksk(θ, φ)tk(φsun, h) (17)

ここで，σk は特異値である．本論文では 2 つの関数

sk(θ, φ)，tk(φsun, h) をテーブルとして使用している．

天空光の輝度の近似の精度は，打ち切る数 T によって決

まる．提案法では，太陽付近や水平付近では特異値の個

数が多く必要であることから，各視線 (θ, φ)ごとに Tθφ

を以下のように決めている．まず，散乱マップを用いて

計算した天空光マップと，n個の 2次元テーブルによって

計算した天空光マップとの輝度値について，全ての φsun

と hにおける差の最大値を各視線 (θ, φ)ごとに計算する．

その輝度値の差の最大値が閾値 ε以下となる際の項の個

数を Tθφ とする．提案法では，ディスプレイ上で RGB

それぞれ 8ビットで表現されることから，閾値 εとして

1/255 を採用している．

4.2 描画
視点高度および太陽高度が指定された際に，2次元テー

ブル tk(φsun, h) から値を双 1 次補間により計算し，も

う一つの 2次元テーブル sk(θ, φ)と掛け合わせることに

よって，視点高度および太陽高度の変化に高速に対応し

て空の色を計算することができる (図 6参照)．提案法で

は，各視線 (θ, φ)で使用する特異値の数が違うため，この

計算をソフトウェアで行っている．天空ドームにマッピ

ングする際の視線方向の補間はグラフィクスハードウェ

アによって行っている．

5. 適用例

提案法により生成されたレンダリング結果を図 7 に

示す．図 7(a)は視点高度が 7000mで太陽高度が 30度，

(b)は視点高度が 4000mで太陽高度が 5度の空を表示し

た画像である．提案法によってさまざまな時刻，視点高

度における写実的な空を実時間に表示することが可能と

なった．図 8は 1次散乱光のみを考慮した場合と 2次散

乱光まで考慮した場合の比較結果を表している．この図

が示すとおり，2 次散乱を考慮することによってより青

みがかった空を表示することができる．図 9はさまざま

な視点高度において飛行機のコックピットからみた空を

表示した画像である．図 10 は，散乱マップから計算し

た天空光マップ (図 10(a))と 2次元テーブルから計算し

た天空光マップ (図 10(b))との比較を表している．これ

により，両者にほぼ差が見られないことがわかる．また

図 10(c)は各視線方向における近似した項の数 Tθφ を可

視化したものである．近似した項の数の最小値は 1で，最

大値は 25であった．各 RGB波長ごとの項の数を輝度値

(TR(θ, φ)/30, TG(θ, φ)/30, TB(θ, φ)/30)で表現したもの

である．この図を見てわかるように，水平付近および太

陽付近での多くの項が必要となることがわかる．

提案法では，実験により天空光マップの分割数 L を

64× 64とし，サンプリングシェル数は 40，2次散乱光の

サンプリング数 Nω は 15 としている．また，太陽高度

の分割数M を 128，視点高度の分割数 N を 32としてい

る．これは，視点高度の変化による天空光の輝度の変化

に比べて太陽高度の変化による天空光の輝度変化のほう

が激しいため，太陽高度の分割数が多くなっている．特

異値分解により，約 50MB(4 章参照)の輝度値データを

800KB まで圧縮した．すなわち，約 1.6%のデータ量で

見た目に遜色のない空の色の高速計算を可能とした．レ

ンダリング時間は，CPUが Pentium 4 2.2GHzで GPU

が GeForce4 搭載の PC で約 50fps(frames per second)

であった．前処理には，輝度値の計算に 8時間 (1枚の天

空光マップ作成に 7秒)，特異値分解に 10時間要した．

図 7 空の画像の例

Fig. 7 Examples of the sky images.

(a) 1 次散乱　 (b)2 次散乱

図 8 1 次散乱と 2 次散乱の比較

Fig. 8 Comparison of single scattering and second

order scattering.



(a) 視点高度 2m (b) 視点高度 2000m

(c) 視点高度 5000m (d) 視点高度 10000m

図 9 視点高度を変えた空の画像の例

Fig. 9 Examples of sky images viewed from various

altitudes.

φ

θ

φ

θ

φ

θ

(a) (b) (c)

図 10 天空光マップの比較

Fig. 10 Comparison of the skylight maps.

6. おわりに

本論文では，多重散乱を考慮した空の色の効率的な計

算法および高速表示法を提案した．提案法では，散乱マッ

プとよばれるテクスチャを作成することによって，大気

中の微粒子による散乱光の積分計算をグラフィクスハー

ドウェアを使って高速に処理する．大気中にサンプリン

グシェルと呼ばれる仮想的な層を設定し，面上の散乱光の

輝度を画像とみなすことによって高速に多重散乱を考慮

した空の色を計算した．さらに，散乱マップを利用して，

様々な視点高度，太陽高度における空の色をあらかじめ

計算しておき，特異値分解を利用することで莫大なデー

タ量の 4次元の輝度値のテーブルを，少ないデータ量の

2 次元テーブルの演算に置き換えることができた．これ

によって，視点高度や太陽高度が逐次変化した場合でも

実時間で空の色を計算し描画することが可能となった．

今後の課題としては，前計算での特異値分解に要する

計算時間の短縮および，様々な大気の状況変化にともな

う空の色の変化への対応が挙げられる．
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A. 位相関数・光学的距離の計算式

レイリー散乱の位相関数および密度は以下の式で計算

される．

βr(α) =
3

4
(1 + cos2 α) (A-1)

ρr(s) = exp(−h(s)

H0
) (A-2)

H0 はスケールハイトと呼ばれる定数である．光学的距

離 τr(s, λ) は以下の式で計算される．

τr(s, λ) =
4πk

λ4

� s

0
exp(−h(l)

H0
)dl (A-3)

エアロゾルによる散乱であるミー散乱の位相関数は

βm(α) = a(1 + 50 cos64
α

2
) (A-4)

で計算される．



B. 特異値分解

K ×K の行列M の特異値分解とは，以下のような行

列 U, S, V の積に分解することである [12]．

M = USV T (B-1)

ここで，U と V は直交行列で，S は対角成分が特異値

σk となる行列 (diag(σk)) とする．行列の積 USV T は

U, V の列ベクトル u,v によって以下のように書き換え

られる．

M =
K�

k=1

σkuk · vk (B-2)

ここで，uk · vk はベクトルの外積とする．特異値 σk は

正の数で単調に減少するため，適切な値 N < K におい

て，行列 Mを近似することができる．

M ≈
N�

k=1

σkuk · vk (B-3)

ここで，ある 2 次元関数 f(x, y) が与えられ，f の離

散的な値 f(x1, y1), · · · , f(xK , yK) が与えられているも

のとする．離散値 f(x1, y1), · · · , f(xK , yK)を以下のよ

うな行列で表現する．

M =

�
����

f(x1, y1) . . . f(x1, yK)

...
. . .

...

f(x1, yK) . . . f(xK , yK)

�
���� (B-4)

ここで，関数 uk(x), vk(y) を，uk(x), vk(y) の離散的な

値 uk(x1), · · · , uk(xK), vk(y1), · · · , vk(yK)が以下の式

のように，ベクトル uk,vk の各要素となるような関数と

する．

uk = (uk(x1), · · · , uk(xi), · · · , uk(xK))T (B-5)

vk = (vk(y1), · · · , vk(yi), · · · , vk(yK))T (B-6)

関数 f は次のような 1次元関数 uk(x), vk(y)の積の和で

近似することができる．

f(x, y) ≈
N�

k=1

σkuk(x)vk(y) (B-7)

これを応用することによって，提案法では天空光の輝度

Isky(θ, φ, φsun, h)を 2次元関数 sk(θ, φ), tk(φsun, h)に

分解している．
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