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表面上の流れのためのパーティクルベースリアルタイム流体
シミュレーション
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�� ま え が き

水や煙，炎などに代表される流体の動きをシミュレーショ

ンする研究は，コンピュータグラフィクスの分野において

重要な研究の一つであり，今までにさまざまな手法が提案

されてきた ��～��．しかしながらそれらの手法では �次元グ

リッド領域内での流体シミュレーション方法であり，表面

上の流体をシミュレーションする方法は少ない．

表面上の流体のシミュレーションは，地球上の大気の流れ

など実世界における自然現象だけでなく，複雑な模様のテ

クスチャを生成する手法としても利用することができ，応用

分野が広い研究である．表面上の流れをシミュレーションし

た方法としては，以下のような研究がなされてきた� ����

は，任意のトポロジーからなる物体表面を�����������
�

四辺形パッチで表現し，表面上の流体をシミュレーション

する手法を提案した ��．���らは，非粘性かつ非圧縮な流体

の表面上の流れをシミュレーションする手法を提案した ���．
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���らは， ���
�!��

� "����!
 #���$��� 	��
�を用い

て，表面上の流れをシミュレーションした ���．"��らは，水

の浸透を考慮した表面上の流体のリアルタイムシミュレー

ション法を提案した ���．これらの手法は，効率的に表面上

の流れをシミュレーションすることができるが，グリッド

ベースのシミュレーション方法であるため，グリッドベー

スシミュレーションの欠点である界面の大変形の扱いが難

しく，移流項に起因する数値拡散を生じる，という問題点

がある．

一方，移流項に起因する数値拡散が生じない，界面の変

形を扱いやすいなどの利点により，�%&'������
� %�
�

��!�
 &��
�������!�(法や	%�'	�)��* %�
��!�
 �
���

��+��!��(法といったパーティクルベースの解法が近年注目

されている．	���

らは，�%&法を用いて流体の動きをイ

ンタラクティブにシミュレーションする手法を提案した ��．

%

��$
らは，	%�法を用いて非圧縮流体をシミュレー

ションする手法を提案した ��．	���

らは，異なる流体同

士の相互作用を �%&法でシミュレーションする手法を提

案した ��� ���)
�らは，粘性の高い流体のためのパーティ

クルベースシミュレーション法を提案した 	�� 天田らは，

	���

らの手法を拡張し，,% を利用して �%&法を高速

に計算する手法を提案した 
�．����らは，,% 上でパー

ティクルベースシミュレーションを計算する手法を提案し

た ���．

しかしながら，これらの手法は，主に �次元空間上の流

体を扱っており，表面上の流れのためのパーティクルベー

スのシミュレーション方法は提案されていなかった．そこ
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で本論文では，表面上の流体をパーティクルを用いてシミュ

レーションする方法を提案する．

本論文では，物体表面をパラメータ表現し，パラメータ空

間で �%&法を計算する手法を提案する．本論文で扱う流体

は，�次元空間ではなく物体の表面上を流れるため，-次元

シミュレーションと同じ計算量でシミュレーションを行うこ

とが可能である．さらに，パラメータ空間での �%&法の計

算を ,% ',
�+��!� %
�!
����*  ���(を用いて，高速に

行う方法を提案する．本研究によって，�.�///粒子で表現

される流体の表面上の流れを，0�1+�'1
��
� +

 �
!���(

の速度でシミュレーションすることが可能となる．

本論文の構成は以下のとおりである．-章において表面

上の �%&法の計算手法について説明する．�章において

,% を用いたパラメータ空間でのシミュレーション方法

について述べる．2章で本研究の結果画像を示し，最後に

3章でまとめと今後の課題について述べる，

�� 表面上における���法

本研究は，	���

らの提案した �%&法による流体シミュ

レーション法 ��を拡張し，表面上の流れを計算する．その

ため，まず �%&法の概要について述べ，その後表面上の

流体をシミュレーションするための �%&法について説明

する．

�� � ���法の概要

パーティクル �の速度 ��は以下のナビエストークス方程

式を解くことによって計算される．
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ここで，��は粒子 �の密度，��は圧力，�は粘性係数，���
�

は外力である．パーティクルベースシミュレーションでは，

パーティクルが流体とともに動くので，移流項は不要であ

る．式 '.(の第 .項を圧力項 �
�
� 4 ����� 第 -項を粘性項

��
� 4 ����� と呼ぶ．式 '.(を用いて，各タイムステップ

で加速度 	�を計算し，加速度から速度 ��および位置 
�を

更新することにより，流体の振る舞いをシミュレーション

する．

�%&法による定式化では，任意の位置 
での圧力や速度

といった物理量�'
(，�の勾配およびラプラシアンは，近

傍パーティクル �'位置 
�(との距離 	 4 ��
 � 
� ��による

スムージングカーネル関数
 '	� �(を用いて以下のように

表される．
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ここで，
� はパーティクル � の質量，�� はパーティクル

� の物理量，�� はパーティクル � の密度，�はカーネルの

有効半径である．密度，圧力項，粘性項の計算にはそれぞ

れ異なるカーネル関数
���	
�

���	 �
��
を用いる ��'付

録参照(．

（ .） 密 度

パーティクル �の密度 ��は式 '-(から以下の式で求めら

れる．
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（ -） 圧力項

圧力項 �
�
� は式 '�(の物理量に '��5 ��(�-を代入するこ

とによって計算される．

�
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ここで，パーティクル �の圧力 �� は以下の式で計算する．

�� 4 �'�� � ��( '6(

ここで，�と �� はパラメータである．

（ �） 粘性項

粘性項 ��
� は，パーティクルの速度の差から以下の式で

計算される。

��
� 4 �

�
�


�
�� � ��

��
��
��
'��
� � 
� ��� �( '7(

�� � 表面上の流体への拡張

本研究では，表面上の流体のシミュレーションをパラメー

タ空間で計算する．すなわち，パラメータ空間でパーティ

クルの位置および速度を計算し，パラメータ空間において

各粒子にかかる力を計算する '図 .(．そのため，あらかじ

めパラメータ空間 � � 8�.� .9� から物体表面 � � �� へ

の変換 � : '�� �(� '�� �� �(を求めておく．この変換 � は，

物体表面をパラメータ化することによって計算される．物

体表面をパラメータ化する方法としては，さまざまな手法

が提案されているが，パラメータ化による歪みが少ないこ

とから，本論文では，種数が /の物体表面については等角

パラメータ化手法 ��� を使用し，それ以外の物体表面につ

いては ��

�!� ������$��*法 ��� を使用した．

シミュレーション空間からパラメータ空間への物理量の

変換はヤコビ行列 �を介して行われる．
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密度 ��，圧力項 �
�
� および粘性項��

� は以下の式で計算

される�．

�� 4
�
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�粘性項を正確に計算するためには ����� ��
��������

� を計算する必
要があるが，距離 � の時に発散する関数であるため式 %		& により近似
した．
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図 � 表面上の  �' 法の概要
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ここで，�� � ��はパラメータ空間での速度，
� � � はパ

ラメータ空間でのパーティクル �の位置，��� はシミュレー

ション空間におけるパーティクル間の距離で，以下の式で

計算される．

��� 4 ���'
�('
� � 
�(�� '.�(

�� はヤコビ行列の擬似逆行列で，�� 4 '���(�	�� で

計算される．本研究では，パラメータ空間において各項を

,% で高速に計算する．

�� ��	を用いた ���の高速計算法

�� � 概 要

パーティクル �に働く圧力項や粘性項は，近傍のパーティ

クルの物理量にパーティクル間の距離 	�� 4 ��
� � 
� �� に

応じた重み
 '	�� � �(を掛けて足し合わせることによって

計算される '図 -'�((．そのため，天田らの方法 
� では各

パーティクルの近傍のパーティクルのリストを �% で計

算し，そのリストに含まれる近傍パーティクルについて各

項を,% で計算していた．近傍のパーティクルは毎ステッ

プで移動するためリストの更新をする必要がある．

本研究では，近傍のパーティクルを探索し，パーティクル

間で物理量を計算する代わりに，パラメータ空間における

物理量の場を計算する．パラメータ空間に仮想的なグリッ

ドを設定し，各パーティクルから各グリッドへの物理量を

h

i

%
& %-&

図 � 物理量の計算方法．%
&従来法. パーティクル � の物理量
は，近傍パーティクルからの寄与を計算して求める, %-&
提案手法. 仮想的なグリッドへの物理量の寄与を累積す
ることによって，場を計算する．パーティクル �の物理量
は近傍のグリッドに累積された値から補間して計算する．

/
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計算する '図 -'�((．すべてのパーティクルについて物理量

を計算し，累積することによってパラメータ空間での物理

量の場を計算する．そして，パーティクル �における物理

量の計算は，�に隣接するグリッドに累積された物理量か

ら計算する．

この計算は，,% を利用して高速に処理される．パラ

メータ領域の仮想グリッドと，フレームバッファの各ピク

セルを対応させる．パーティクル �からカーネル半径 �以

内の各グリッドへの物理量の計算は，カーネル関数
 の値

と物理量を掛けた値を保持した画像をフレームバッファに

描画し輝度を累積することによって，,% で処理される．

パラメータ領域における物理量を計算し，グリッドでの物

理量の値を保持したテクスチャを作成する．各パーティク

ルに作用する圧力，粘性，表面張力はそのパーティクルの

近傍のグリッドでの物理量から補間して計算する．この補

間の計算は，物理量を保持したテクスチャのマッピングに

より ,% を用いて高速に処理される．

シミュレーションの流れは以下のようになる．

（ .） 密度場および密度の計算

（ -） 圧力場および圧力項の計算

（ �） 粘性場および粘性項の計算

（ 2） 各パーティクルの加速度を計算し，速度と位置を

更新

以下，各ステップについて説明する．

�� � 密度場および密度の計算

各パーティクルの密度を計算するために，まずパラメー

タ空間における密度の場を計算する．パラメータ空間にお

ける密度場は，各パーティクルの質量 
� にカーネル関数


���	
 を乗じてグリッドに累積することで求められる．

カーネル関数
���	
の値を計算するためには，パーティ

クルの位置とパラメータ領域での各グリッドとの，シミュ

レーション領域での距離を計算する必要がある．シミュレー

ション領域での距離は，各パーティクルと各グリッドの物

体表面上の位置を計算することによって求められる．パラ

メータ空間から物体表面上の位置は変換 � をあらわす行列

を乗じることによって求められるが，計算コストが高い．そ

論 文□表面上の流れのためのパーティクルベースリアルタイム流体シミュレーション � � � �
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図 � パラメータ空間におけるカーネル関数
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こで本研究ではシミュレーション空間における距離を計算

せずにカーネル関数の値を求める．

図 �に示すように，
� 4 '��� ��( � � をカーネルの中

心とし，<
 4 '<��<�(をカーネルの中心と計算点との

差のベクトルとする．計算点とカーネルの中心の，シミュ

レーション空間における距離 �は � 4 ���'
�(<
��で計算

される．ここで，変換 � は等角写像であるため，ヤコビ行

列を �'
�( 4 '�	� ��(とすると，�	 � �� 4 /が成り立つ．そ

のため，距離 �は以下のように計算される．

�� 4 ���	��
�'<�(� 5 ������

�'<�(� '.2(

この式は，パラメータ空間におけるカーネル関数の形状は，

-�����	��� -��������を軸とする楕円になることを示している．


における楕円の大きさは，���	��と ������を計算することに

よって求められる．そこで，あらかじめパラメータ空間の

各グリッドにおいて ���	��� ������の値を計算しテクスチャと

して保存しておく．計算点とカーネルの中心との距離 �は

このテクスチャを参照することにより求められるため，計

算点におけるカーネルの値は高速に計算される．

パラメータ空間における密度場を密度場マップとして保

存し，各パーティクルの密度は密度場マップから補間して

計算する．各パーティクルの密度は，テクスチャとして保

存し，各タイムステップで更新する．

�� � 圧力場および圧力項の計算

パーティクル �の圧力項は式 '..(で計算される．式 '..(

はパーティクル �の圧力 ��を含んでいるため，以下のよう

に ��に依存する項と依存しない項に分けてグリッドに累積

する．
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パラメータ空間における圧力場は ��� と ��	 を二つのテク

スチャ'圧力場マップ(として保存する．パーティクル �の

圧力項�
�
� は，二つの圧力場マップから補間した値 ���'
�(�

��	'
�( および圧力 �� を用いて式 '.3(から計算される．

�� � 粘性場および粘性項の計算

粘性項も，パーティクル �の速度��に依存する項と依存

しない項に分けて保存する．

��
� 4 �

�
�

���� '
�(� ���
�
�

��	'
�( '.7(

���� '
( 4 
�
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'���'
�('
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�
.
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�('
� � 
(��� �( '-/(

パラメータ空間における粘性場は，粘性場マップとして記

憶する．粘性場マップは，��� を=,#値に保存し，��	を

アルファ値に保存する．

�� � 加速度・速度・位置の更新

式 '-(に基づいて各パーティクルの加速度を計算する．各

パーティクルの速度��および位置 
� をテクスチャとして

保存しておくことにより，,% 上でシミュレーションを

行う．


� 結 果

本研究による表面流れの流体シミュレーション結果を示

す．図の下向きに重力の働く空間上の物体の表面に流体を

配置し，モデルを回転させた時に流体が重力に従って流れ

る様子をシミュレーションしている．図 2は，本手法を -

次元平面に適用し>�%&>という文字の形をした障害物のあ

る表面上の流体の流れのシミュレーション，図 3は 
�����

モデルの頭の部分に色の異なる流体を配置したシミュレー

ション，図 0では �*
�モデルの後頭部の部分に色の異なる

流体を配置したシミュレーションを可視化した結果である．

図 2'�(�'�(と '!(�'�(および図 3'�(�'�(と '
(�'�(で物体

の傾きを変更し，図 0では粒子数を変えてシミュレーショ

ンを行った．�

使用したパーティクルの数は図 2が ..�-63個，図 3が

.3�06/個，図 0'�(�'�(が �.�/2.個，'
(�'�(が --6�.�/個

である．密度場などのパラメータ空間における場を保持す

るテクスチャおよび各パーティクルの速度や位置を保持す

るためのテクスチャの解像度は図 0'
(�'�( が 3.- � 3.-，

他は -30 � -30である．計算環境は，�% が ���
� ��



- ?@�

�
� メモリーが -,#� ,% が �A���� ,
��
!


77// ,�Bのマシンにおいて，図 2が 6.1+�，図 0'�(�'�(

が 0�1+�，図 0'
(�'�(が .21+�，図 3が 031+�であった．本

研究により，複雑な表面上の流れをリアルタイムにシミュ

レーションができる．

次に，�*
�モデルを用いて，場のテクスチャの解像度と

パーティクル情報のテクスチャの解像度をそれぞれ変えた

場合の計算量の比較を行った．'�(はパーティクルのテク

スチャの解像度が -30� -30で粒子数が 3-�300個，'�(は

�図 ��3�
 のシミュレーション結果は以下を参照せよ．
���0.44���+�
-,��,�,�+�����,
�,504 �!���4!�"�
����4

� � � � 映像情報メディア学会誌 ���� ��� ��� �	 �
		��



表 � テクスチャの解像度を変化させた場合のシミュレーショ
ンのフレームレートの比較．なお，6の付いた項目ではシ
ミュレーションが安定しなかった．
/�!0
����� �� ��
!� �
��� �� ��!��
�����,

場のテクスチャ解像度 '�( '	( '�(

)�*� )�* �� +�,- )�.-

�,/� �,/ ,� +�, )�.-

,)�� ,)� �+ )0 )�*

)&�0 � )&�0 )� +�& ���

3.-� 3.-で粒子数が --6�.�/個，'!(は ./-2� ./-2で

粒子数が .�//;�32/個という条件で実験を行い，表 .にま

とめた．表 .から，,% の特性により両者のテクスチャ

の解像度が一致した場合に計算速度が上がることがわかる．

また，テクスチャのサイズが -倍になると，計算時間が 2

倍になることがわかる．時間間隔も -倍細かく取る必要が

あるので，シミュレーションの計算量は，テクスチャのサ

イズの �乗に比例して増えることがわかる．

�� まとめと今後の課題

,% を用いて高速に表面上の流体シミュレーションを行

うパーティクルベースのシミュレーション方法を提案した．

物体表面をパラメータ表現し，パラメータ空間上でパーティ

クルの相互作用を計算することによって，表面上の流れの

シミュレーションを行った．パラメータ空間をグリッド分

割し，各グリッドをテクスチャの各ピクセルに対応させる

ことによって，パラメータ空間における物理量の場を,% 

を利用して高速に計算した．本研究では，�万個のパーティ

クルで表現される流体の表面上の流れをリアルタイムにシ

ミュレーションすることができた．

今後の課題として，パラメータ化による歪みの軽減があ

げられる．また，地球表面上の大気の流れのシミュレーショ

ンへの適用があげられる．
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〈付 録〉

本研究では，	���

の方法 ��を基に，-次元平面上で正

規化した次のようなカーネル関数 '有効半径 �(を用いてい

る．密度の計算および表面張力の計算では以下のカーネル


���	
 を用いる．
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圧力項の計算には以下のカーネル

���	 を用いる。
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粘性項の計算には以下のカーネル
��
 を用いる。
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論 文□表面上の流れのためのパーティクルベースリアルタイム流体シミュレーション � � � �
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図 	 平面上に障害物を置いた場合の流れのシミュレーション結果
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図 � -���� モデル表面上の流れのシミュレーション結果
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図 
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 モデル表面上の流れの粒子数の違いによるシミュレーション結果の比較
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